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Abstract. The efficiency of piston internal combustion engines primarily means their fuel 

efficiency, provided that the requirements of regulatory documents on environmental 

safety (emissions of harmful substances) are met. Given the development of alternative 

energy sources, it may seem that piston engines will be banned from use. However, an 

analysis of work in the field of improving piston engines, the volume of capital 

investments, etc., suggests the opposite. Therefore, a review and analysis of the 

technologies used aimed at increasing the efficiency of these engines can be considered 

relevant. 

 

 Key words. Internal combustion engine, mechanical losses, thermal losses, effective 

efficiency. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЕДЕЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ «БЕСКОНЕЧНОЙ» 

ПЛАСТИНЫ, ИМЕЮЩЕЙ МАКРОТРЕЩИНУ 

 

Аннотация: Изотропная пластина находится в обобщенном плоском 

напряженном состоянии. Предельная комбинация внешних сил для пластины 

определяется двумя способами: используя известные в научной литературе 

соответствующие соотношения и используя условия равновесия близкой к 

трещине окрестности, с учётом только асимптотических составляющих 

напряжений. Из равенства соответствующих результатов следуют формулы 

для определения размеров окрестности трещины, где необходимо учитывать 

работу асимптотических напряжений, а также работу внешних сил. 
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учета работы сил. 

 

Известно, что если тело в целом находится в равновесии, то каждая ее 

часть также находится в равновесии. В механике трещин часто исследуют 

напряженно-деформированное (НДС) состояние только достаточно близкой 

окрестности макротрещины, причем только с учетом сингулярных 

составляющих напряжений и деформаций. В связи с вышесказанным важно 

знать – равновесие какой части тела в окрестности трещины нужно 

исследовать, и на каких поверхностях (по размерам) этой части нужно 

учитывать работы внутренних и внешних сил? В данной работе получены, в 

частности, ответы на эти вопросы. 

 

Рис.1. Фрагмент «бесконечной» пластины с макротрещиной, находящийся в 

плоском напряженно-деформированном состоянии   
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Рассмотрим равновесие «бесконечной» в плане пластины с постоянной 

толщиной 𝑡, нагруженной «в бесконечности» равномерно распределенными по 

соответствующим нормальным сечениям внешними силами с интенсивностями 

𝑝 и 𝑞 (рис.1). Пластина имеет сквозную макротрещину с длиной, равной 2𝑙, 

первоначальное направление которой совпадает с осью 𝑂𝑥. Решение 

соответствующей задачи теории упругости дает следующие результаты [1]: 

𝐾𝐼 = 𝑝√𝜋𝑙;          𝐾𝐼𝐼 = 𝑞√𝜋𝑙. (1) 

Здесь 𝐾𝐼, 𝐾𝐼𝐼 – коэффициенты интенсивности напряжений (КИН). Если 𝑝 и 𝑞 

действуют по-отдельности, то их предельные значения, после достижения 

которых трещина может начинать расти, определяются формулами 

Здесь 𝐾𝐼𝑐, 𝐾𝐼𝐼𝑐 – характеристики трещиностойкости материала пластины, 

определяемые экспериментально. При совместном действии 𝑝 и 𝑞, для 

определения предельного значения параметра внешней нагрузки, можно 

использовать следующий эмпирический критерий трещиностойкости: 

𝐾𝐼
2 𝐾𝐼𝑐

2⁄ + 𝐾𝐼𝐼
2 𝐾𝐼𝐼𝑐

2⁄ = 1. (3) 

В общем случае формулы, аналогичные (1), получают как результат 

решения соответствующей задачи математической теории упругости. 

Существуют справочники (см., например, [2]), где приведены формулы, 

таблицы, графики для определения КИН для различных элементов 

конструкций, имеющих макротрещины, при различных нагрузках. 

В относительно малой окрестности вершины (острия, кончика, фронта) 𝑂 

трещины (рис.1) возникает сильная концентрация напряжений 𝜎𝑖𝑗, сингулярные 

составляющие которых определяются формулами [3] 

𝜎𝑥𝑥 = (𝑓1𝐾𝐼 + 𝑓2𝐾𝐼𝐼)/√2𝜋𝑟; 

𝜎𝑦𝑦 = (𝑓3𝐾𝐼 + 𝑓4𝐾𝐼𝐼)/√2𝜋𝑟; 

𝜎𝑥𝑦 = (𝑓4𝐾𝐼 + 𝑓1𝐾𝐼𝐼)/√2𝜋𝑟. 

(4) 

Здесь 

𝑝𝑢 = 𝐾𝐼𝑐 √𝜋𝑙⁄ ; 𝑞𝑢 = 𝐾𝐼𝐼𝑐 √𝜋𝑙⁄ . (2) 
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𝑓1 = cos
𝜃

2
(1 − sin

𝜃

2
sin

3𝜃

2
) ; 

𝑓2 = −sin
𝜃

2
(2 + cos

𝜃

2
cos

3𝜃

2
) ; 

𝑓3 = cos
𝜃

2
(1 + sin

𝜃

2
sin

3𝜃

2
) ; 

𝑓4 = sin
𝜃

2
cos

𝜃

2
cos

3𝜃

2
. 

(5) 

При любом ненулевом значении внешней нагрузки у вершины трещины 

образуется зона деструкции материала, граница которой с окружающей ее 

упругой областью пластины определяется уравнением  

𝑟𝑐(𝜃) = (𝑓5𝐾𝐼
2 + 𝑓6𝐾𝐼𝐼

2 + 𝑓7𝐾𝐼𝐾𝐼𝐼)/(𝜋𝜎0
2). (6) 

Здесь 𝜎0 – прочность материала при одноосном растяжении; 𝜈 - коэффициент 

Пуассона; 

𝑓5 = cos2
𝜃

2
[1 − 𝜈 + (1 + 𝜈) sin2

𝜃

2
] ; 

𝑓6 = 1 + 𝜈 + sin2
𝜃

2
[1 − 𝜈 − 3(1 + 𝜈) cos2

𝜃

2
] ; 

𝑓7 = sin 𝜃[𝜈 − 1 + (1 + 𝜈) cos 𝜃]. 

(7) 

Направление роста трещины определяется углом 𝜃 = 𝜃с (рис.1). Значение 

𝜃с устанавливают, используя уравнение  

𝑓8𝑛
2 + 𝑓9𝑛 + 𝑓8 = 0. (8) 

Здесь 𝑛 = 𝐾𝐼𝐼 𝐾𝐼⁄ ; 

𝑓8 = 2(1 − 𝜈) sin 𝜃с − 3(1 + 𝜈) sin 2𝜃с ; 

𝑓9 = 4[(1 + 𝜈)cos2𝜃с + (𝜈 − 1)cos𝜃с]; 

𝑓10 = (1 + 𝜈) sin 2𝜃с + 2(𝜈 − 1) sin 𝜃с. 

(9) 

Напряжения на наклонных площадках с внешней нормалью 

𝑛⃗  определяются формулами [4] 

𝑋𝑛 = (𝑓11𝐾𝐼 + 𝑓12𝐾𝐼𝐼)/√2𝜋𝑟; 

Y𝑛 = (𝑓13𝐾𝐼 + 𝑓11𝐾𝐼𝐼)/√2𝜋𝑟; 
(10) 

Здесь 
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𝑓11 = −sin
𝜃

2
cos2

𝜃

2
; 𝑓12 = cos

𝜃

2
(1 + sin2

𝜃

2
) ; 𝑓13 = cos3

𝜃

2
. (11) 

После достижения параметром внешней нагрузки своего предельного 

значения большинство тел с макротрещинами разрушаются хрупко 

(квазихрупко [3]). Под действием напряжений (4) деформации развиваются на 

тонких обобщенных поверхностях разрушения (ОПР), а остальные части тела 

между ОПР практически не деформируются (регулярные составляющие 

напряжений малы в сравнении с напряжениями (4)), и их можно рассматривать 

как абсолютно жёсткие конечные элементы (АЖКЭ). В начальный момент 

катастрофического роста трещины напряжения и деформации на ОПР растут 

быстро, на определенной длине 𝑂𝑇 = 𝑙т от вершины трещины (рис.1). В 

рассматриваемой задаче о «бесконечной» пластине трещина растет от вершин 

𝑂 и 𝑂1 симметрично (когда действует только 𝑝), или кососимметрично (когда 

действуют 𝑝 и 𝑞 одновременно). В данной работе за предельное состояние 

пластины принято её состояние в начальный момент катастрофического роста 

трещины. Принята гипотеза, что на ОПР скорости взаимных перемещений 

АЖКЭ имеют разрывы [𝜐𝑥] √2𝜋𝑟⁄ , [𝜐𝑦] √2𝜋𝑟⁄ , где [𝜐𝑥], [𝜐𝑦] – номинальные 

значения разрывов скоростей. Если тело имеет достаточно большие габаритные 

размеры (в сравнении с рассматриваемой трещиной), то исследуют, как 

правило, НДС достаточно близкой окрестности трещины. Пусть пластина 

разрушается путём разделения на два АЖКЭ в направлениях лучей 𝑂𝐴 и 𝑂1𝐴1 

(рис.1).  

В предельном состоянии пластины учтем мощность нагрузки 𝑝 на длине 

2𝑙р, мощность 𝑞 - на 2𝑙𝑞, мощности напряжений 𝑋𝑛 и 𝑌n - на длинах 𝑙𝑇 = 𝑂𝑇 =

𝑂1𝑇1. Уравнения равновесия для нижней (от линии 𝐴𝑂𝑂1𝐴1) части пластины 

(рис.1):  

Σ𝑋 = ∫ 𝑋𝑛𝑑𝑟 − 𝑞𝑙𝑞 = 0

𝑙𝑇

0

; (12) 
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Σ𝑌 = ∫ 𝑌𝑛𝑑𝑟 + 𝑞𝑙𝑞 − 𝑝𝑙𝑝 = 0

𝑙𝑇

0

; 

∑mom0 ≡ 0. 

Уравнение баланса мощностей внутренних и внешних сил: 

𝜉 ∫(𝑋𝑛[𝜐𝑥] + 𝑌𝑛[𝜐𝑦])

𝑙𝑇

𝑟𝑐

𝑑𝑟

√2𝜋𝑟
= 𝑝𝑙𝑝[𝜐𝑦] + 𝑞𝑙𝑞([𝜐𝑥] + [𝜐𝑦]). (13) 

Здесь 𝜉 – коэффициент согласования размерностей частей уравнения (13) 

(например, 𝜉 = 1√м). Уравнения (12,13) отнесены к постоянной толщине 𝑡 

пластины. 

 В рассматриваемых здесь задачах можно принять следующие 

соотношения: 

𝑛 =
𝐾𝐼𝐼

𝐾𝐼
=

𝐾2𝑐

𝐾1𝑐
=

𝑞

𝑝
=

[𝜐𝑥]

[𝜐𝑦]
. (14) 

Используя (3, 10, 12, 14), можно определить статические оценки предельных 

значений внешних сил: 

𝑝ст =
К1с

𝑙𝑝
𝑓14√

2𝑙𝑇
𝜋

; 

𝑞ст =
К2с

𝑙𝑞
𝑓15√

2𝑙𝑇
𝜋

. 

(15) 

Точка с координатами (К1с, К2с) лежит на предельной кривой (3); 

𝑓14 = (1 + 𝑛)𝑓11 + 𝑛𝑓12 + 𝑓13; 

𝑓15 = 𝑓11 𝑛⁄ + 𝑓12. 
(16) 

Из (14, 15) следует равенство 

𝑙𝑞 = 𝑓16𝑙𝑝; 

𝑓16 = 𝑓15 𝑓14⁄ . 
(17) 

Приняв в (2) вместо 𝐾𝐼𝑐 − 𝐾1𝑐, вместо 𝐾𝐼𝐼𝑐 − 𝐾2𝑐, и используя равенства  

𝑝ст = 𝑝𝑢, 

𝑞ст = 𝑞𝑢, 
(18) 
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найдем формулы для определения длин 𝑙𝑝, 𝑙𝑞: 

𝑙𝑝 = 𝑓14√2𝑙𝑙𝑇; 

𝑙𝑞 = 𝑓15√2𝑙𝑙𝑇 . 
(19) 

  Используя (3, 10, 13, 14, 17), определяем кинематические оценки 

предельных сил: 

𝑝k =
𝜉К1с

2𝜋𝑙𝑝
𝑓17𝑙𝑛

𝑙𝑇
𝑟𝑐

; 

𝑞k = 𝑛𝑝𝑘 . 

(20) 

Здесь 

𝑓17 =
2𝑛𝑓11 + 𝑛2𝑓12 + 𝑓13

1 + 𝑛(1 + 𝑛)𝑓16
. (21) 

Используя равенства 𝑝k = 𝑝ст,  𝑞k = 𝑞ст и (15,20) получаем уравнение для 

определения длины 𝑙𝑇: 

𝜉𝑙𝑛
𝑙𝑇
𝑟𝑐

=
𝑓14

𝑓17
√8𝜋𝑙𝑇 . (22) 

Из вышеприведенных формул при 𝑝 ≠ 0, 𝑞 = 0, 𝜃𝑐 = 0 имеем: 

𝑝ст = 𝑝𝑘 = 𝑝𝑢 = 𝐾𝐼𝑐 √𝜋𝑙⁄ ; 𝑙𝑝 = √2𝑙𝑙𝑇; 

при 𝑝 = 0, 𝑞 ≠ 0, 𝜃𝑐 ≠ 0 имеем: 
(23) 

𝑞ст = 𝑞𝑘 = 𝑞𝑢 = 𝐾𝐼𝐼𝑐 √𝜋𝑙⁄ ; 𝑙𝑞 = √2𝑙𝑙𝑇 . 

В обоих случаях уравнение (22) принимает вид 

𝜉𝑙𝑛
𝑙𝑇
𝑟𝑐

= √8𝜋𝑙𝑇 . (24) 

однако нужно иметь в виду, что 𝑙𝑇(𝜃𝑐 = 0) ≠ 𝑙𝑇(𝜃𝑐 ≠ 0). 

В таблице 1 приведены некоторые численные результаты расчетов. Здесь 

𝜎0 = 490 МПа;  𝜈 = 0,3; 𝐾𝐼𝑐 = 34,7 МПа√м; 𝐾𝐼𝐼𝑐 = 51,8 МПа√м; 𝑙 = 1м; 𝜉 =

1√м. Механические характеристики алюминиевого сплава 2024-Т4 взяты из 

работы [5]. 
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Таблица 1 

Численные результаты расчетов 

𝑛 𝜃𝑐
0 𝑟𝑐 , мм 𝑙𝑇 , м 𝑙𝑝, 𝑙𝑞 , м 𝑝𝑢, 𝑞𝑢, МПа 

О 0 1,12 2,32 2,16 𝑝𝑢 = 19,6; 

∞ -79,6 2,29 1,76 2,03 𝑞𝑢 = 29,2 

1,5 -56,7 1,97 0,245 
𝑙𝑝 = 2,25; 

𝑙𝑞 = 0,926 

𝑝𝑢 = 13,8; 

𝑞𝑢 = 20,7 

Выводы. Основная особенность рассматриваемых в данной работе задач 

заключается в том, что нельзя использовать «бесконечные» размеры пластины в 

соответствующих уравнениях. Согласно (22) размер 𝑙𝑇 не зависит от длины 

трещины 𝑙 (как и 𝑟𝑐, см. (6)). Согласно (19), размеры 𝑙𝑝 и 𝑙𝑞 зависят от длины 

трещины. Результаты данной работы могут быть использованы для установления 

ориентиров при исследовании предельного состояния пластин, имеющих 

ограниченные размеры. Отметим, что некоторые задачи определения КИН могут 

быть существенно упрощены, если КИН рассматривать как тензор 𝐾𝑙𝑚𝑛 [6]. 
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INVESTIGATION OF THE ULTIMATE EQUILIBRIUM OF AN "INFINITE" PLATE 

HAVING A MACROFRACTURE 

 

Abstract: The isotropic plate is in a generalized plane stress state. The limiting 

combination of external forces for the plate is determined in two ways: using the 

appropriate ratios known in the scientific literature and using the equilibrium condition of 

the vicinity close to the crack, taking into account only the asymmetric stress components. 

From the equality of the corresponding results, formulas for determining the size of the 

crack neighborhood follow, where it is necessary to take into account the work of the 

asymmetric stresses, as well as the work of external forces. 

 

Key words: macro cracks, plates, infinity, the size of the field of accounting for the work of 

forces.  


